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L'auteur reprend les principes de la m~thode L.C.A.O. am61ior~e en vue d'une justifi- 
cation plus complete des proc6d6s employ~s. La th6orie des perturbations permet d'une fa~on 
simple de tenir eompte de la corr41ation entre les ~leetrons grs ~ l'in~roduction d'une fonction 
universelle de la distance entre deux ~lectrons. Le probl~me est ainsi ramen6 de l'~che]le 
mol6culaire ~ l'4chelle atomique. On montre que la corr61ation entre les 41ectrons entraine la 
r~duction des int6grales atomiques. Le probl~me de la r~duction des int4grales coulombiennes 
est trait~ en d4tail. La possibilit5 de n~gliger les autres int4grales bi~lectroniques est ensuite 
examine. Eniin est 4tudi4 le probl~me de la r4duetion des int~grales de eoeur. 

Die Grundlagen der verbesserten LCAO-Methode werdcn untersucht, um dieses Verfahren 
besser zu reehtfertigen. ~ i t  einer allgemeinen Funktion des Abstandes je zweier E]ektronen 
und der StSrungstheorie l~l~t sich die Elektronenkorrelation auf einfache Weise beriicksichti- 
gen. Damit wird das Problem vom molekularen auf den atomaren MM~stab zurfickgefiihrt. 
Die Elektronenkorrelation bringt eine Reduktion der Elektronenenergieintegrale mit sich; 
die Coulombintegrale werden im einzelnen behandelt. AnschlieBend wird die M5glichkeit un- 
tersueht, die fibrigen Zweielektronenintegrale zu vernaehl~ssigen. Schlie~lich wird die l~eduk- 
tion der Rumpfintegrale bchandelt. 

The principles of the improved LCAO theory are investigated to give a better justifica- 
tion for its methods. Perturbation theory Mlows a simple account for electronic correlation, 
when a universal function of interelectronie distance is introduced. The problem is hereby 
reduced from molecular to atomic scale. The reduction of electronic energy integrals by 
correlation is shown, especially for Coulomb integrals. The possibility of neglecting the other 
bielectronic integrals is examined. Finally the problem of core integral reduction is studied. 

Dans  une s6rie d 'a r t ic les  publi4s au cours de ces derni~res unn6es [3], nous 
avons d6velopp6 et  util is6 un  proc4d4 qui  essaye d ' in t rodu i re  d 'une  fagon s imple 
la corr61ation entre  les 61eetrons dans  la m6thode  classique du  champ mol6eulaire  
self-consistent [15]. E n  par t icul ier ,  r e jo ignant  l ' id6e de P ~  et  P ~ I s E R  [12], 
nous avons ~t4 amen6 ~ conserver  le formal isme de la m6thode  classique au pr ix  
d 'une  r M u c t i o n  des intdgrales bi~leetroniques (ab, cd) qui s ' in t rodu isen t  duns le 
calcul ainsi qua des intggrales de coeur (A +, bb) et (A +, ab) ou p lu t6 t  de leur  va leur  
absolue.  Nous avons donn4 un  moyen  simple pour  caleuler ees int6grales.  Les 
r6sul ta ts  obtenus  pa r  ee proc~d6, su r tou t  en ce qui concerne le ealeul des ~ncrgies 
de t rans i t ion ,  sont  ex t rSmement  satisfMsants.  Cependant ,  du  po in t  de r u e  th4o- 
rique, un  cer ta in  hombre  de d6tails  res ta ien t  obscurs et  des cr i t iques pouva ien t  
6tre fa i tes  au pr incipe  mSme de la m6thode  [7, 13]. Le bu t  de cat ar t ic le  est 
d ' a p p o r t e r  quelques 6claircissements en r u e  d ' une  jus t i f ica t ion th~orique plus 
comple te  de la m~thode.  
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A. Remarques pr61iminaires 
Rappelons d ' abord  bribvement le lien entre notre proedd6 et la n6cessit6 

d ' in t roduire  la corr6lation entre les 61ectrons. 
Considgrons par  exemple le cas d ' un  syst~me contenant  deux 61ectrons i e t  2. 

L 'hypoth~se  la plus simple pour  ddcrire l 'ensemble des deux 61ectrons consiste s 
utfliser le produit  antisym6tris6 des fonctions mono61ectroniques ddcrivant  
chaque 6lectron ind@endamment  de l 'autre.  Plusieurs cas sont s envisager. 

Dans tou t  ce qui suit, nous supposerons toujours que les fonctions d 'onde sont 
r~dles. 

Premier cas 
Nous examinerons d ' abord  le cas oh ]es deux 61ectrons sont dgcrits par  la 

m6me fonction d 'onde spatiale 91. La  fonction totale s'derit : 

T0(l,2) = - 2 - -  ~ l ( l )~ ( t )  ~l( l ) f l ( l )  
/ 2  ~91 (2) ~:E (2) ~01 (2)/~ (2) 

a et/~ 6tant  les deux fonctions de spin. La  fonetion est le produit  d 'une  fonction 
d 'espace et d 'une  fonction de spin. En  effet : 

1 
To (i ,2) = ~ (l)  ~1 (2) �9 ~ [~ (l)  ~ (2) - ~ (2) ~ ( l ) ] .  

Une telle fonction permet  aux deux 6leetrons de se t rouver  s imultan6ment au 
m~me point  M avee une probabilit6 non nulle ~ ( M )  q~(M), ce qui est absurde 
puisque les deux 6leetrons ne peuvent  6tre au m~me endroit ensemble. 

Pour  remddier s ee d6faut, on peut  essayer de corriger la fonct ion [P0 (1, 2) qui, 
malgr6 tout,  consti tue une approximat ion  correete. Nous admet t rons  qu 'une 
expression plus valab]e de la fonction bi61ectronique d'espace est - s un  faeteur de 
normalisat ion pros - de la forme:  

T (i,2) -~ ~1 (i) ~v~ (2)/(r~2 ) 

en introduisant  une fonction ](r12 ) de la distance rl2 des deux 61ectrons, fonction qui 
a pour  but  d ' interdire aux deux 61ectrons d '6tre au m6me point% Cette fonction 
dolt done 6tre nulle pour  rl~ = 0 et tendre vers I quand la distance r12 tend vers 
l'infini afin de re t rouver  l 'expression classique. Lide g 1'interaction entre les 
~leetrons, en particulier ~ leur impdngtrabiht6, eette fonetion apparai t  done 
eomme une fonetion universelle, au mgme titre que le potentiel de Coulomb en r -1. 

En  l 'absence de forme 6vidente pour  cette fonetion, nous admet t rons  que son 
introduct ion ne modifie que tr~s pen la r@ar t i t ion  dlectronique ~v 1 (1)~1 (2), 
e'est-s que /(r12 ) reste voisin de i sauf lorsque les deux gleetrons sont tr~s 
voisins, la fonetion s 'annulant  tr~s rapidement.  Si bien que, l'61eetron 2 grant 
suppos6 fixe, le produi t  ~l (1)/(r12 ) s'derit d 'aprgs la th6orie des per turbat ions au 
premier ordre, s l'extdrieur d 'une sphere de rayon  trgs peti t  e: 

~ (1) + ~ c~ (2) ~ (t) (rl~ >1 ~) 
k ~ l  

�9 A c6t6 du phdnomgnc de corr6lation introduit par les forces de Coulomb [voir par 
exemple Bey. mod. Physics 32, ~94, 205 (1960)] il y a des forces s tr~s courte distance qui 
interdisent aux deux partieules de venir au contact. Ce sont des forces analogues ~ celles ren- 
con~r~es en physique nucl6aire. 
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~k d6signant une fonction excit6e orthogonale g ~1. A l'int&ieur de cette sph6re, 
nous admet t rons  que la fonetion ](rl~ ) est de la forme A r12 n, n d6signant un 
hombre  assez grand pour  que la barri6re de potentiel  emp6chant  l'61eetron I de 
venir au contact  de l'61ectron 2 soit suffisamment 61ev6e: 

~1 ( l ) / ( r 1 9 )  = A ~ i  (1)  r19 ~ . (r~2 < e) 

Les deux expressions devant  se raccorder pour  r12----- ~, on a:  

A i n u 1  

puisque sur la sphere de rayon e, la fonct ion/( r )  est voisine de t. 
Consid6rons alors l ' int6grale: 

j" q~ (1)/~ (r~) dv~ . 

Au second ordre pros, elle vau t :  

? ? ? A~ 9~ (1) r12 ~ dv 1 + q~ ( t)  dv 1 + 2 k ~'~ 1 q e  (2) qJ1 (t) ~e (1) dv~ . 

e 6rant laetit et ~ (1) var iant  lentement,  la fonetion ~0~ est pra t iquement  con- 
stante dans route la sphere (r19 = e), elle vau t  ~ (t)(9), Done:  

= 1---~-Q91(1)(9) I 2 n + 3  - - - 3 -  k r  

Les termes ca~ ~t~ 1 ~0/~8 3 SOnt d ' un  ordre supgrieur g e a, nous les n6gligerons. 
n 6rant grand, il reste pra t iquement  : 

47~ a t -~-e  ~(1)(9)=1-q, 

q 6taut  la fraction de l'61ectron I qui est contenue dans la sphbre de rayon s. I I  est 
facile de voir que q est absoluraent n6gligeable devant  Funit6, dans un syst~me mold- 
eulaire au moins oh ~q est une combinaison lin6aire d 'orbitales atomiques Z. E n  
effet la densit6 ~ en un point  quelconque est toujours  inf6rieure g la valeur maxi- 
male des Z ~. Dans les probl~mes qui nous int6ressent Z est une orbitale 2 p :  

( Z ]al~ Z r exp( - -Zr /2ao)  cos 0 
z -  ~ r  ~ ~o / '~- 

La densit6 est maximale sur Faxe de r6volution de l 'orbitale, g une distance 
r =  2 ao/Z. En  plaeant l 'dlectron 2 en ce point, on aura  une valeur sup6rieure 
pour q : 

4ze3  4~  a ~ ~ / e  \3 Z a 

Prenons pour  Z la valeur 5,20 correspondant g l 'a tome de fluor, c'est-g-dire la 
valeur la plus 61evde que l 'on puisse rencontrer  pour les 616ments de la seconde 
ligne, on obtient  : 

q < �9 3,2 . 

q sera inf6rieur g l0 -a s i s  est inf6rieur g 0,04 ~,  ee qui est certainement v~rifi6. 
Comme d 'au t re  part ,  cette valeur maximale n 'est  at teint  qu 'en quelques points de 
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l 'espace seulement,  on vol t  que dans un systbme mol6culaire avee une prdcision 
bien sup6rieure au millieme, on peu t  6crire: 

fc~ 9)~ (i) /2 (r12) dv 1 = l 

ct  que tou t  se passe comme si ~1 (1) ](rle ) 6tait  4gal s 

F ~ ( I ) ~  ~ c i ~ ( 2 ) ~ ( 1 )  p o u r r 1 2 > s  
k # l  

et  6tait  nul pour  r12 < s, s 6 tant  un hombre  peti t .  P ra t iquemen t  donc, nous 
utiliserons pour  les caleuls ultdrieurs l 'expression unique:  

~1 (i) / (r12) = ~91 (1) ~- ~ Vl~ (2) ~9 k (1) 
kr  

sans nous soucier de l 'accidcnt  produi t  par  l ' annula t ion  de la fonction/(r~2) pour  
une distance nullc. 

I1 en r6sulte quc: 

j J  ~92(~)~92(2)/2(~'12)dvldv2 = ~ , 

La condition de normalisation 6tant satisfaitc, la fonction d'onde compl~te 
s'6crir~ : 

F~ (1,2)= .To (t,2)/(r~) . 

Pour  dSterminer  les divers coefficients c~,  on vdrifira que l 'on pout  utiliser la 
re la t ion : 

(2) = f % (t) / (r~) ~ (i) d v ~  Clk 

On remarquera  d'ailleurs que la valeur  moyenne  de c1~ (2): 

f c ~  (2)F~ (2)dv~ = f (~1(1)(pk (1)dv~ f F~ (2)/(r~e)dv~ 

est nulle puisque ~v~ (2) / (~e)  peu t  s'6erire : 

Q~2 (2) ~- 2 ~ ~1/~ (i) Q91 (2) ~ (2) . 

Deuxi~me cas 
Consid6rons ma in t enan t  le c~s off les deux 61ectrons util isent deux fonctions 

~v 1 et ~v~ diff6rentes et orthogona]es. I~ous nous bornerons ~ l '6 ta t  singulet. L'ex- 
pression classique s 'dcrit  : 

To (1,2) = I [~1 (l) ~v 2 (2) + ~1 (2) ~ (l)] x (fonetiou ant isym6tr ique  de spin). 

Pour  dgterminer  une meilleure fonet ion biglectronique ~v 1 (1,2), nous proc6de- 
tons comme prdcgdemment .  
Nous 6crirons 

kP 1 (1,2) N ~ [~1 (i) F2 (2) + ~1 (2) ~v 2 (i)] ] (r12) x (fonction de spin) 

la fonction ](r) 6tant  la m6me que celle in t rodui te  au paragraphe  pr6c6dcnt. 
Rcs te  A v6rifier que cette fonct ion est norm6e. Pour  cel~, il fau t  mon t rc r  que: 

i 

1o* 
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r 1 6 2  
e t  clue JJ ~1 (~) ~2 (~) ] 2 (f'12) 9)1 (2) ~2 (2) d v  I d v  2 = 0 . 

Ces relations ddcoulent du fair que, quelle que soit la position de l'6leotron I par 
exemple, on a au second ordre pros: 

[ ~  (2) 1 ~ (~2)dv~ = ~ [ ~  (2)+ ~ C~ ( i ) ~  (2)r (2)] dv~ - -  I .  

Si ~5~ (2) = ~v 1 (2) ou ~v2 (2), on obtient les deux premi6res relations, et si 
l 

r (2) = ~ [ ~  (2) 4- ~v~ (2)], on a la troisibme puisque: 

-~- [~ (2) + ~ (2) + 2 ~0~ (~.) ~0~ (2)1 ff (n~) ~v2 = ~ + ~ (2) ~0~ (2)/~ (rl,) ~v~ = ~. 

En eons6quence, nous adopterons pour fone~ion bi61eetronique d'espaee: 

1 
~ [~ (1) ~ (2) + ~ (2) ~0~ (~)] !(h2) 

e'est-~-dire pour fonction totale: 

~ (L2) = % 0,2) 1(~1~) 

Cas g~ndral 

G6ndralisant les calculs prdcgdents, nous admettrons que la fonction d'onde 
T 0 (1,2,3,.. .  n) ddcr iwnt  un 6tat singulet d 'un ensemble de n 61ectrons doit 6tre 
multipli6e par les diverses fonctions bi61eetroniques/(r~j) : 

T1 0,2 ... .  n)=To (1,2,... ~) l(r~)/(r~) ...[(rln) . . . /(m-l,  n )  �9 

Eu effet une telle fonctiou iuterdit bien & deux 6lectrons quelconques de se trouver 
au m6me point. 

Une telle expression a cependant l 'ineonv6nient d'introduire un nombre 
61ev6 de factenrs correetffs : 112 n ( n -  i). Mais 6taut donn6 que la probabilit6 pour 
que deux 61ectrons se t rouvent  en un point donn6 duns la description classique est 
malgr6 tout  trbs faible, la probabilit6 pour clue simultaugment deux couples 
d'61ectrons l - - 2  et 3 - 4  par  exemple viennent se rencontrer respeotivement aux 
points M et 2V est absolument n6gligeable. Si bien qu'en fair, ~ un instant donn6, 
un seul facteur / ( r )  ne jouera ~ la lois e t  par eonsdquent, la fonction ~1 reste trbs 
voisine en moyenne de la fontion }/So. 

B. Application aux syst~mes mol6cnlaires 

Consid6rons un syst~me de n 61ectrons tels que da.ns l '6tat  fondamental les 
61eetrons occupent par  paires les n/2 niveaux de plus basse @nergie. La fonction 
classique kTs o s'6crit : 

~I ( l )  <~ ( l )  9~ O)/7 ( l )  ?~ ( l )  o~ ( l )  . . .  m~l~ ( l ) /7  0-) 
q)l (2) 0r (2) ~21 (2)/~ (2) ~92 (2) 0/ (2) , . .  ~Onl 2 (2)/~ (2) 

i 
7So 0,2 . . . .  n) = ~ . . . . . . . . . . . . .  : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

~1 (~) ~ (~) ~1 (n) # (~) ~2 (~) ~ (n ) . . .  ~ / 2  (~)/~ (n) 

Soit pour abr6ger les notations: 
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[ ~Pl (t) ~0 t (]) ~92 ( i ) . . .  ~0n/~ (1) 
1 

= (2) (2) . . .  

i 

D'apr~s  ce que nous avons  vu, nous adopterons  en seconde approx imat ion :  

~ (1,2 . . . .  ~ ) - -  ~o (t,2 . . . .  ~ ) / ( r ~ )  1(~)  . . .  

Soit H ( I , 2 , . . .  n) l 'op6rateur  hamiltonie11 du systbme. Celui-ci peu t  ~tre mis 
sous la forme d 'une  somme d 'op6ra teurs  de deux sortes, mono- et bi~lectroniques : 

e ( l , 2  . . . .  ~)  = Y ,~ (# )+  Z - -  
/z (/~u) r/~v 

L'~nergie to ta le  du syst6me 

E = f f ~ H ~ dv 
est la somme de deux ~ermes, ceux p rovenan t  des op6rateurs mono~lectroniques 
et ceux p rovenan t  des op6rateurs bidlectroniques. Calculons d ' abo rd  par  exemple  
le ~erme p rovenan t  de I (1): 

f . . .  f Tl  (l,2 . . . .  n) I (l) Wl (l,2,... n)dv 

? (" 
: J . . .  J~91 (t)9) 1 (2)~2 (3) . . .  I (1) 

% (t)  

~1 (I) ~1 (1) ~ (i) 
~i(2)  %(2) % ( 2 ) . . .  ] 
F1(3) %(3) ~ 2 ( 3 ) ' "  / S(r~2 ) . . .  dv 

% (t) ~ (t) [ ? 
= J ' * "  J 9)1 (t) JT (1) q?l (2) ~1 (2) [~1 (2)] 2 ~1 (2) ~2 (2) /2 (F12) . . .  ~V , 

i 

]1 j . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Soit apr~s int6grat ion sur Its  fonctions de spin:  

% ( 1 )  0 ~2(1) 0 . . .  f *  

J . . .  J ~01 (1) I (1) 0 [~1 (2)] 2 0 9)1 (2) ~2 (2) . . .  /2 (r12) . . .  dv 

Lors de l ' in t6grat ion par  r appor t  aux  61eetrons 2, 3 . . . .  n, on rencontre  des 
t e rmes  de la forme:  

f~O~ (2) /2 (r21) /2 (r23) . . .  12 (,r2n) dv 2 

f(fll  (2) ~2 (2) 12 (r21) / S (r23) . . .  / 2 ( r~n )  d v  2 �9 

D'apr~s  ce que nous avons  vu, la premiere intdgrale vau t  I e t  la seconde est 
nulle. Si bien qu 'aprSs int6gratio~l successive sur les 61ectrons 2, 3 . . . .  n, il reste : 

f ~  (t) (t) % (1) dvl I 

comme dans la th6orie classiqne. Done:  
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(, 
avee Ii = ~ ~i (tt) I (#) ~o 1 (/~) dv~ , i d6signant un niveau doublement oeeup6. 

1 
Op6rons de mSme pour les termes biglectroniques, r~2 par exemple: 

f . . . f k ~ l ( l ,  2 . . . .  n) i - -~l( i ,  2 , . . . n ) d v .  
?'12 

Cette int6grale se r6duit apr~s int6gration par rapport  aux variables de spin 
d'une part et d 'autre part  par rapport aux 61eetrons 3 ,4 , . . .  n 5": 

  / /eVl V0 
?'12 

terme qui correspond 5. l'expression elassique : 

f f ~ ( i )~q~(2)dv ldv2"  

En op6rant de re@me pour toutes les paires d'@lectrons (# v), on aboutit 5": 

�9 J ( ~ v )  r p ,  1 = 

a v e c  

et 
~ r  

I)'ofi l'expression de l'6nergie 61ectronique totalc : 

E =  2 ~ I ~  + ~ _ , ( 2 J # - K i j )  . 

Cette expression cst done formellement identique 5" l'expression classique qui 
apparalt comme un cas particulier avee/(r) = i. En d'autres termes, nous pouvons 
conserver le formalisme de la m6thode elassique du champ mol6culaire self- 

, 1 /~ (r~,,) 
consistent 5" condition de rempiacer 1 op6rateur 7~.... par 

~ttv t ~ v  
En particulier, les diverses int6grales molgculaires J et K se d6veloppent 

comme dans la thdorie classique sur les orbitales atomiques de base, si bien que 
tout revient 5" modifier l'expression des intdgrales bidlectroniques portant sur les 
diverses int6grales atomiques. Au lieu d'6crire: 

(ab, cd) = f f c~ (/~) b (#) i---~ (v) d (v) dv~, dv~ 
' r # v  

nous prendrons: (ab, cd) = f f a (~t)b ([u) ]~(r'~-~) c (v) d (v) dv, dv~ . 

Remarque relative aux vharges dlectroniques 
La position du centre de gravit6 des 61ectrons est donn6e par l'int6grale: 

. . . .  
,u 
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Cette int6grale est du m6me type que eelle que nous avons rencontr6 pour 
l'opdrateur Z I (~t). En cons6quence, nous avons : 

Le caleul de la position du centre de gravit6 des ~lectrons ainsi que celui des 
charges 6lectroniques s'effectuera done sur les fonctions ~ en appliquant les 
formu!es classiques, c'est&-dire sans tenir compte de la fonetion/(r). Ce r6sultat 
est, on le con~oit, de la plus ha ute importance. 

Conclusion 
I1 ressort des ealeuls pr6cddents que l'introduction de la corrdlation entre les 

61eetrons duns une mol6cule peut. 6tre ramen6 en premigre approximation au 
nmins, ~ un probl~me ne portant que sur des atomes, done beaucoup plus simple, 
grace s l'utilisation d'une seule fonction universelle/(r). La eonnaissance de cette 
fonegion r6solvrait compl~tement le problgme d 'un systgme d'61ectrons. Mal- 
heureusement, l'ignorance duns laquelle nous sommes relativement ~ son ex- 
pression explieite nous oblige s utiliser diverses approximations. 

Nous allons duns ee qui suit essayer de tirer le maximum de r6sultats relatifs 
la fonetion ](r) elle-mgme et aux valeurs des intggrales dont nous avons besoin 
pour le ealeul des fonctions mol6eulaires. 

C. Calcul des int@rales coulombiennes 

D~/inition du /acteur de rdduction des int~grales coulombiennes 
D'apr~s ce que nous avons vu, l'intdgrale coulombienne dieentrique portant sur 

les orbitales atomiques a e t  b s'dcrit: 

J a b :  f a (l) / (r12) b2 (2) dvl dv2 . 
' ' / ' 1 2  

Nous d6signerons par 

JO b = f f a2(t) t--b2 (2) dvl dv~ 
?'12 

la quantit6 calculde classiquement. 
Duns le ealcul de JO b, la contribution !a plus importante est apportde par les 

trSs courtes distances rl~. La fonction/(r) grant nulle pour r =  0, la contribution 
des tr~s courtes distances est fortement r6duite. I1 en r~sulte que l'intdgrale Jab 
est infgrieure s son homologue classique JO b. Nous poserons 

& ~  = ~ JO b 

6rant un facteur de r~duction, puisque J[nfdrieur ~ l'unit6. 
On volt done que par une r~duction eonvenable des diverses int6grales cou- 

lombiennes on peut formellement duns une thgorie classique introduire l~ corre- 
lation entre les dlectrons. 

A priori, le faeteur de r6duction 2 d@end de ]a nature des orbitales a et b ainsi 
que de la distance RAB des deux noyaux A et B porteurs des orbitales et de l'orien- 
ration respective de celles-ci. Intuitivemeut, on congoit que la rdduction dolt ~tre 
d 'autant  plus importante que les deux noyaux A et B sont plus voisins, c'est-s 
dire que 2 dolt ~tre une fonction monotone croissante de la distance RAB. Cette 
fonction de plus dolt tendre vers i quand la distance RAB augmente ind4finiment. 
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Qudques propri~t~s grin&ales du /acteur de r~duction 

Dans tout ce qui suit nous raisonnerons sur des fonctions atomiques a e t  b de 
type hydrogdnoide et nous utiliserons les notations de ROO~AA~ [16]: Za etzb 
~tant les orbitales atomiques correspondant respectivement anx charges effectives 
Za et Zb, nous introduirons les param~tres : 

~a = Za/ua e t  ~b = Zb/nb, n 6rant le numgro de la couche atomique s laquelle 
appartient l'orbitale, 

c'est-~-dire : ~a = (i + T) ~ et ~ = (i - ~) 
et enfin nous poserons: 

Q = ~ RAB, ~1 = ~ rA1, 0~2 -- ~ rB2 et ~1~ = ~ r12 �9 

5~ous pouvons done dcrire en  introduisant des fonetions ~a et ~b ne ddpendant 
que de la nature des orbitales a e t  b : 

a = Z~ ( l )  - ~ / ~  ~a [ ( l  + ~) ~3 = (t + ~)3/~ ~3/~ ~ [(1 + ~)~]  

b = ;(~ (2) = ~ ~ [(i - ~) e~] = (1 - ~)~2 ~ ~ [(1 - ~)e~] 

Le mot nature se rapportant non seulement B la forme de l'orbitale (Is, 2s, 
2p, . . .  ) mais aussi ~ son type (2px, 2py, 2pz par exemple). 

L'int~grale classique 

= ( l -  ~2)~ ~ j j  ~ [(l + ~ ) ~ 1 ] ~  ~ [ ( t - ~ ) ~ ]  dv~ dv~ J~ 

s'dcrit en effectuant sur ]es coordonndes une affinit4 par ~: 

dv'~ et dv'~ 6tant les 61~ments de volume du nouvel espaee. L'int6grale eoulombienne 
j 0 ~  est done de la forme: 

J ~  = ~ (1 - ~ ) "  P ~  (~, ~) . 

La fonetion ~ dgpend seuiement de la nature des orbitales a e t  b. 
Le faeteur de %duetion 2 eorrespondant ~ eette int6grale est fonetion de la 

distance RAB e'est-5~-dire du param~tre ~. II est done aussi fonetion de l'in%grale 

J ~  elle-mgme. Nous pouvons le d@elopper suivant les puissances de ~ (0S) 
fo~ (0, ~) ' 

Fab (0, ~) gtanl~ la valeur correspondant ~ l'int~grale monoeentrique. On a: 

[ Fo~ (~, ~) ]~ 
~ (e, ~) = i - F A ~  (~) ~o~ (0, ~) 

A l'origine : 

~ a b ( O , T )  = ~ . - -  ~_~ A n ( T )  . 
~=1 

Donc la somme X A n  a u n  sens. Comme, quelle que soit la valeur de ~, on a toujours : 
O< ~ab (~, ~) < Fab (0,~), c'est-~-dire: 

Fo~ (~o, ~) 
O <  < 1  

Yo~ (o, ~) 

le d6veloppement envisag6 pour ~% est convergent. 
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L'expression ainsi obtenue pour 2 va  nous permettre de pr6ciser l'allure de sa 
variation en fonetion de la distance. En partieulier nous avons: 

~ (~, ~) _ ~ n A. [Fo~ (~, ~)] ,~-~ ~ F~ (~o, ~) 

Or pour @ -- 0, ~F:~ (e,~) est nul. (Voir les fonetions explicites dans [16].) I I e n  

rgsulte: (~ 2 ~ "  (o, z))" = 0 .  De re@me pour @ infini. ]D'ofi l'allure de la variation 
k 

du facteur de rdduction ~ en fonction de la distance: 

~ab (~, T) 

f 
b , O  

Le fMt que la tangente s l'origine soit horizontale n 'a  rien de surprenant. 
En effet, intuitivement, on s 'a t tend & trouver pour la courbe de variation de 
l'intSgrale Jab avec la distance, une eourbe analogue ~ celle dormant la variation 
de JOb, c'est-~-dire que le d@veloppement de Jab commence en @2 comme celui de 
J ~  b et  par consequent celui du quotient 2ab-~ Jab/J~ �9 

D'autre  part,  on remarquera que puisque 2 est toujours plus petit  que 1, la 
somme 

f F (o, ~) ],, 
v An (3) 

~=-1 L • (0, ~) j 

est toujours positive. Or pour @ infini, cette somme est nu]le. On eo d@duit done que 
le coefficient As, au moins, est positif. 

Nous allons maintenant  essayer de pr6eiser la relation entre ~ et 3. Pour eel&, 
~erivons l'expression de Jab en se plaQant dans l 'espaee dSdttit de l 'espace initial 
par  l'affinit6 ~: 

a~b (~, 3) = ;( ~ - ~)~ -J ~j ~ [(~ + 3) ~ ]  t ~ (~_A) ~ [(~ _ 3) ~ ]  ~v; ~v'~. 
~o12 

La fonction /(r12) dans le nouvel espace envisag@ s'6crit: /(~) soit /1(~12, : ). 

Or la condition de normalisation: 

= l  

doit ~tre satisfaite quelle que soit la valeur de ~, done i1 (@12, ~) ne d@pend pas en 
rda|it@ de ~. Ce rdsultat gtait ~ prgvoir: 6rant donn@ ]es propridt6s g@n6rales de la 
fonction ], ~-1 joue en fair le r6le de l'unit6 de longueur. Si nous traitions un 
probl~me d'~lectrostatique classique, nous remplaccrions de mgme le potentiel 
~2 -1 par  @12 -~. C'est pourquoi nous 6crirons simplement/(o12 ). 
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L'int6grMe Ja~ peut done gtre mise sous la forme: 

en introduisant une fonction Gab ne d6pendant que de la nature des orbitMes a e t  b. 
Le facteur de r6duction 2 s'6crit alors : 

F~ (o, ~) " 

En particulier, pour les int6grales monocentriques Jaa portant sur des orbitales 
de m~me nature et identiques ( ~  0), le facteur de r6duction Gab (O,O)/Fab (0,0) 
est inddpendant de la charge effective Za de cette orbitale, c'est-s de la nature 
de l 'atome A consid6r~,, fair en accord avcc l'exp6rience quc nous avons ddj~ eu 
l'occasion de souligner [4]. 

Cas particulier o~ les orbitales aet  b sont de m~me nature 

Nous Mlons maintenant nous int6resser ~ un cas particuli~rement important, 
celui oh les orbitales a e t  b sont de m~me nature, leurs charges effcctives Z pouvant 
~tre diff6rentes. Ce sera le cas par exemple off a et b sont routes deux des orbitMes 
2p~, 2p~, ou 2p~ pointant l'une vers l'autre. Dans ce cas les fonetions Sa et ~b sont 
identiques. On peut sans changer la valeur de l'int6grMe coulombienne permuter 
les indices a e t  b. ~ se change en - T. I ] e n  r~sulte ]es identit6s suivantes: 

Ja~ = ~ (t - ~2)~ Gab (Q, ~) = ~ (1 - ~)3 Gab (~, -- ~) 

JO b = ~ ( t - - ~ 2 ) 3 F a b ( e , T ) = ~ ( i - - T ~ )  3 F a b ( e , - ~ )  �9 

Les fonctions F et G sont donc dans ce cas des fonctions paires en T. On peut 
d'ailleurs v6rifier directement ce r6sultat pour les diverses fonctions F ~ partir des 
formules explicites donn6es par ROOTHAASr [16]. I1 en r6sulte que le facteur de 
r6duction ). est aussi une fonction pMre de v. Par cons6quent on a de m~me: 

A .  ( -  ~ )=  A~ (~). 

Le calcul direct de Fa~ (o, v) montre que le coefficient c~ de v e dans lc d6ve- 
loppement de cette fonction par rapport ~ z: 

Fab (e, T) : Fab (o, 0) [1-- ~ ~2~ . . . ]  

est de l'ordre de I pour les distances interatomiques usuelles (~ ~ 4) et d~croit avcc 
]a distance. I1 enest  certainement de m~me pour le coefficient fi du d6veloppcment 
de G: 

Gab (e, ~) = Ga~ (e,  0) [1 - ~ ~ + . . .  ] .  

Comme fi doit 6tre assez voisin de cr la diff4rence I /~-  ~ I doit ~tre nettement 
inf6rieure ~ l'unit6. D'autre part, w n'est jamMs trSs grand, il vaut par exemple 
0,167 pour le couple d'atomes curbone-oxyg~ne (soit ~s ~ 0,03), pour les couples 
carbone-azote ou azote-oxyggne, il est. encore plus petit. Par cons6quent dans le 
d6veloppement de ~: 

~a~ (~, ~) = ~a~ (o, 0) [1 - ( f l -  ~ ) ~  + . . .  ] 

on peut n6gliger le terme en ~ et 6crire : 
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si bien que le faeteur de r6duction ne d6pend prat iquement que du param6tre 

i 
= y ( ~ a + ~ b )  RAB �9 

Comparaison entre les /aeteurs de rdduetion relati/s ~t des intdgrales portant sur des 
orbitales ~ et ~' 

Soient a, a', b e t  b' les orbitales de type ~ et 7{ portdes respectivement par  les 
atomes A e t  B. Entre  les intggrales coulombiennes (an, bb), (an, b'b'), (an', bb') 
calculdes elassiquement, on a la relation: 

(an, b b ) -  (an, b'b')-~ 2 (an', bb') . 

Cette relation due aux parties angulaires des orbitales atomiques est aussi 
vraie entre les int@grales calculdes compte tenu de la fonction/(r).  

Posons: (an, bb) --  I +  (an', bb') 
(an, b 'b ' )= I - -  (act', bb') 

les int6grales ~tant calcul~es dassiquement. En introduisant les facteurs de 
r6duction corresponda~nt, on a: 

}~ab [l  + (an', bb')]-- ),ab' [ I - -  (an', bb')] -~ 2 Aaa', d (aa', bb') 

Soit : ~ab -- ~,ab' = [2 2acb', bb' -- ,~ab -- ),ab] (aa', bb') 
I 

Pour une distance hullo et pour 7 =  0, le rapport  (aa', bb')/I r a n t  0,051; pour 
les distances usuellement rencontrges duns les moldcules, @ est sup6rieur ~ 4, 
toujours pour 7 =  0, ce rapport  vaut  0,015; pour @~- 6, il vaut  0,005. Comme les 
divers faeteurs de rdduetion 2 entrant  duns le crochet sent eompris entre 0 e t t  
d 'une part  et que d 'autre  par t  ils ne sent eertainement pus tr~s diff6rents, le terme 
entre crochet est en module au plus de l 'ordre de l'unit6 ; par consdquent, pour les 
distances usuellement rencontrdes duns les molgcules, on pent, ~ quetques millig- 
mes pr6s, eonfondre les deux facteurs de r6duetion 2ab et 2ab' ainsi que eelui 
relatif ~ l'intdgrale (act', bb') & cause de la relation qui lie les trois intdgrales eoulom- 
biennes. 

A l 'appui de cette conclusion, nous pouvons remarquer que l 'dvaluation 
expdrimentale des intdgrales (~r~, ~r) ,  (~r,  ~r'~') selon le proeddd que nous averts 
prde6demment indiqu6 et sur lequel nous reviendrons plus loin, fournit pour 
l 'atome de carbonc les valeurs snivantes: 9,82 et 8,57 eV, valeurs qui correspon- 
dent ~ des facteurs de rdduetion respeetffs : 0,57 et 0,56. Ces nombres montrent  que 
pratiquement,  d6j~ pour nne distance RAB nulle, les faeteurs de r6duction sent les 

I mgmes. Par  consgquent, avec une cxeellente approximation nous avons 2ab = 2ab 
pour des distances non nulles. 

Con/rontation avec le ~al~ul de ~ utilisg pratiquement 

Pratiquement,  duns l 'ignorance totale off nous sommes en ce qui concerne la 
ibnction /(r), nous avons ]usqu'ici tourn6 la difficult~ dn calcul du facteur de 
rdduction )0 en supposant que tout se passait comme si les charges effectives Z 
dtaient rdduites par le facteur ~ (0,0), e'est-&-dire que le calcul d'une int6grale 
coulombienne portant  sur des orbitales a e t  b de charges effectives respectives Za 
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et Z~, compte  t enu  de la fonet ion/ ( r ) ,  se ram~ne s celui de l'@valuation de l 'int6- 
gral~ elas~ique (~ 11/~ l bb), les oharges ~ e e t i v e s  6rant : 

z'~ = ~ (o,o) z~ ot z ;  = z (o,o) z b .  

Dans  ees conditions, on a:  

(aa, bb) = $ ~ (0,0) (• - T2) a ~flab [~ (0,0) @, T] , 

res tan t  inchang@. 
A l 'origine, pour  l'int@grale monocentr ique,  on a:  

(aa, aa) = ~ 2L (0,0) Fa~ (0,0) 
soit : 

On re t rouve  bien le fair  que l'int@grale monocentr ique est proport ionnelle  s ~, 
le facteur  de proport ionnal i t4  ne d~pendant  que de la na ture  de l 'orbi tale  ou, ce 
qui revient  uu m~me, que le facteur  de r6duction est indgpendant  pour  des orbitales 
de type  donn4 de l ' a tome  consid@rd. 

Pour  @ tr~s grand, l ' int6grale (aa, bb) ainsi caleul@e se compor te  comme 
~ (0,0)/@ ~ (0,0) -~ R -1 comme il se doit. 

Nous avons alors admis que l 'expression:  

~ f  I b2(2) z~ dvidv 2 (aa, bb) = a 2 (i) z~ r,--~. 

sat isfaisante s l 'origine et s l'infini, 4fair valable  pour  routes  les valenrs  de ~o. 
Cette g6n6ralisation peut  dv idemment  para l t re  p lu t6 t  osSe. Nous allons voir  qu'elle 
satisfait  aux  diverses conditions que nous venons de me t t r e  en 4vidence en ee qui 
concerne le fac teur  de rSduction. 

D@signons par  ~' le facteur  de r@duction et par  J'ab l ' intSgrale calcul~e par  ce 
proc@d4 : 

J'~ ~ [z (0,0) ~,~] 
~' (~, ~) - o ~ (0,0) 

J ~  F (e,v) 

Au voisinage de l 'origine, nous avons:  

I e O~F(0,x) F (q, ~) = F (o, ~) + ~- q ~ ~ + . . .  

et 

D ~Ol~l : 

' 1  ~2 F (0,~) 
F [~ (o,o) ~, ~] = .F (o, ~) + ~ ~ (o,o) ~ § . . . .  

,~' (~o, , )  = ,~ (o,o) [ i  + e 2 ( . . . ) ]  . 

La courbe repr@sentant le faetenr  de r~duction ~' a done bien une tangente  
l 'origine horizontale.  

D ' au t r e  pa r t  il est facile de voir  que ~' (@, T) est une fonct ion eroissante de @. 
Enfin, lorsqu e ]es orbitales a e t  b sont de mSme nature,  nous avons vu  que JO b 

/ 
est une fonct ion paire de T, il e n e s t  done de mSme pour  Jab et par  cons@quent, 
pour  le fac tenr  ~' comme l 'exige la th6orie g4n6rale : 

~' ( q , -  ~ ) =  ~' (q, ~) �9 
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On voi t  donc que le proedd6 utilis6 jusqu' iei  fourni t  un faeteur  de rdduetion qui 
satisfait  s routes  les propri6tds g6n6rales requises. Les bons rdsultats obtenus 
justifient a posteriori le proedd6, nous allons eependant  essayer de donner,  sinon 
une ddmonst ra t ion  compl~te, mais  au moins un essai de justification thdorique. 

Nous nous plaeerons pour  simplifier dans le cas d 'orbi tales  de type  m Nous 
pouvons  6crire : 

a ~ ( l ) /~  (r~) b ~ (2) = [a ~ (l) + ~ o,~ (2) a (1) a~ (l)] [b ~ (2) + ~ fi~ (1) b (2) bk (2)] 

a~ et b~ ~tant  des orbitales a tomiques  excitges de mgme sym~trie que les orbitales 
a et  b. Les coefficients or et fi sont respee t ivement  fonctions des distances rA~ et rm 
et de la na ture  des orbitales a et b. Dgveloppons les potentiels  erg6s par  les r@ar-  
t i t ions continues:  b 2 (2) et b (2) b~ (2) su ivant  les te rmes  mono-,  di- et quadri-  
polaires en p renan t  pour  origine le noyau  B:  

f 11_b2(2) dv~= I + 3cos ~ 0 - 1  
r12 rm r,~ Q 4- . . .  

f ~  b (2) bk (2) d v 2  - 
3 cos 2 0 ~ r ~  Q~ + " "  " 

On notera  que la par t ie  angulaire 3 cos 2 0 --1 est la mgme pour  routes  les 
int~grales, les diverses densit6s b 2 (2), b (2) b~ (2) . . . a y a n t  routes  un axe de 
rdvolution et  le p lan perpendieulaire  ~ eet axe passant  par  le noyau  B dtang un  
plan de symgtr ie  puisque les orbitales b~ sont de m~me sym6trie  que l 'orbi tale  
initiale b. Le potent iel  erg6 par  l'61eetron 2 s 'derit  done: 

1 3 cos ~ 0--1 
--rB~ + rd  [ Q +  ~ ; ~ k ( r B ~ ) Q k l +  "'" �9 

A la pr6cision du ddveloppement  nous pouvons  remplacer  fl~ (rm) par  la 
valeur  moyenne  qu'i l  prend lorsque la distance rm varie de z6ro ~ l'infini. Or 
au second ordre pros: 

[~k (rBi) = ~ b ( 2 )  b k ( 2 )  / ( r 1 2 )  dv 2 . 

La valeur  moyenne  cherch6e ne d@end  donc que de l 'orbi tale  b. Ce qtti nous per- 
met  d'dcrire que le potent iel  erd6 pa r  ] 'gleetron 2 est:  

1 § 3 cos 2 0--1 
- -  . , . . 

les constantes  introdui tes :  Q, Q1c, -ilk, ne dgpendant  que de la na ture  de l 'orbi- 
tale b. Ce potent ie l  s 'identifie s celui crdd par  une orbitale b' de mgme na ture  que 
l 'orbitMe b mais  correspondant  s une charge effective Z '  diffdrente: 

1 3 cos 2 0--1 - - +  Q'+ . . .  
rB1 rB~ 

Q' dtant  le t e rme  quadripolaire correspondant .  
De mgme pour  l'61eetron I ddcrit par  la rdpar t i t ion:  

a ~ (1) + F_ ~ (2) a (1) a~ ( t )  . 

Si bien que l 'on obt ient  la relat ion:  
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D'autre  part,  les termes Q, Q~, sont proportionnels s Z -~, le coefficient de 
proportionnalit6 ne d6pendant que de la nature de l'orbitale, par  cons6quent : 

Q+ ~ . ~ Q ~ =  A Z - ~ e t Q ' =  A'Z,-~ 

c'est-s que le rapport  Z'/Z ne d6pend que de la nature de ]'orbitalc et. non de sa 
charge effective. Par  consdquent, nous avons l'identit6 : 

Z',  Z'~ 
Z~ Zb 

Le facteur de r6duetion des charges effectives est done ind6pendant de w. En 
particulier, on en ddduit que pour l'int6grale monoccntrique le faeteur de r6duction 

(0, ~) est ind6pendant de T. On v6rifie immddiatemcnt que notre proc6d6 satisfait 
cette condition. En offer l'expression pr6cddemment obtenuc pour 2' donne pour 

"c~ 0: 

~' (0, ~) = 2 ( 0 , 0 )  . 

Exp6rimentalement nous n 'avons malheureusement pas semble-t-fl ]e moycn 
de v6rifier cette relation car z e s t  nul pour les int6grales monocentriques. 

En  r6sum6, nous voyons que pour le calcul des in t6grales coulombiennes entre 
orbitales de m6me nature, tout  se passe commc si les charges effcctives 6talent 
r6duites par un faeteur constant 2 (0,0), facteur que nous avons jusqu'iei d6termin6 

part ir  de la valeur de l'int6grale monocentriquc 6valu6e exp6rimentalement. 

Evaluation du ]acteur ~ (0,0) 

Nous rappellerons d 'abord brigvemcnt le proc6d6 que nous avons utilis6 
jusqu'ici pour 6valuer le facteur 2 (0,0) [4]. 

Consid6rons un 6difice atomiquc (atome neutre ou ionis~) dans un 6tat de 
valence tel quc l 'orbitale a soit simplement oecup6e. Soit Z la charge effective 
correspondante. L'6nergie 6lectronique totale est de la forme : 

Ee+ A +  !aa �9 

Eo est t'6nergie du coeur calcul6e ~ part ir  des orbitalcs atomiques, A la correc- 
tion due k la eorr61ation entre les 61cctrons et Iaa l'int6gra]e mono61eetronique de 
coeur. 

Dans l'6difice obtenu en arrachant l'61ectron de l 'orbitale a, la charge effective Z 
est modifi6e d'apr~s les r~gles de Slater. L'dnergie totale est donc de la forme: 

Ee(l+ec)+A + �9 J 

deux 61ectrons occupent l 'orbitale a, le coeur restant inchang6, Lorsque 
]'6nergie est : 

E c  ( l  - e c )  + A -  + 2 I . .  ( t  - d )  + J . .  ( t  - s )  . 

s, variation relative du Z se ddduit des r~gles de Slater. En revanche nous n 'avons 
pas le moyen simple pour 6valuer les coefficients ee et d. Cependant il est certain 
qu' e' n 'est  pas tr~s cliffgrent de e, aussi ndgligcrons-nous la diffdrence d -- e. 

D'ofi la valeur de l'6nergie d'ionisation : 

J =  -- Iaa + [ecEe + A + -  A] 
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et eelle de l'affinit6 6lectronique: 

d =  - Iaa ( 1 - 2  e ) -  Jaa (1 - e) q- [ecgc+ d - A-] . 

Or on sait d'apr6s le th6orgme de Koopmans que J = - Iaa, e'est.s que 

e c E ~ + A  + - A = O  [lO] . 

D'autre  part,  dans un a~ome l'6nergie de corrglation est prat iquement pro- 
portionnelle au hombre d'61eetrons [2], done (A + -  A ) N  ( A -  A-) sJ bien que 
ec Ec + A - A - - -  (A - A + ) -  ( A - -  A) est n6gligeable. Done: 

J - - / a ~  

d =  - I ~  ( i  - 2 e) - & ~  ( i  - e) . 

Soit : 
&~ = (~r  d ) -  e (~r + d )  . 

De m6me, si l 'on considgre un 6difice atomique dans lequel l 'orbitale a est 
oceup6e par  deux 61ectrons, J l  et J~. 6tant les 6nergies de premiere et seeonde 
ionisation de cet 6difice, on a: 

G ~  = ( J ~  - J ~ )  - 2 e J 2  �9 

Ces formules permettent  de caleuler de plusieurs fagons diff6rentes une m~me 
int6grale Jam en utilisant des 6tats de valence diff6rents. D 'autre  part,  en op6rant 
de m6me pour plusieurs atomes, on obtient une s6rie de vMeurs pour des Z diff6- 
rents. Les divers rapports  Jaa/Z ahlsi obtenus pour une orbitale de type donn6 
doivent 4tre 6gaux. En fait, d 'une part  s cause de l ' ineertitude qni plane sur 
eertaines valeurs exp6rimentales et d 'autre  par t  s cause de l'insuffisance des 
formules utilis6es qui ne sont que des d6veloppements au premier ordre en s, 
on observe une eertaine dispersion pour les valeurs du rapport  2 (0,0),,o Jaa/Z. 
Nous prendrons la moyenne des diverses valeurs obtenues. 

Par  exemple, pour l'int6grale Jls-ls, la s6rie He, Li  +, Be ++, B +++ et C ++++ 
fournit la valeur moyenne: 

,~ (0,0)= 0,48 • 0,06 . 

Pour une orbitMe 2p, des divers 6tats de valence des atomes de carbone, d'azote 
et d'oxyg6ne, on tire: 

Jaa/Z = 3,02 ~ 0,07 eV soit : ). (0,0) = 0,57 ~ 0,0t . 

Ce qui revient K adopter pour charge fictive Z ' :  1,85 pour le carbone, 2,20 pour 
l 'azote et 2,58 pour l'oxyg6ne, 1'incertitude 6rant de l 'ordre de 2% au maximum, 
incertitude qui n 'a  aucune r6pcrcussion sensible sur les valenrs num6riques 
obtenues pour les charges 61ectroniques ou les 6nergies de transitions dans les 
mol6cules. 

Pour 6valuer le facteur relatif aux orbitales 2 s, nous utiliserons les ions Be +, 
B ++ et C+++. On obtient ). (0,0)= 0,45 ~ 0,01 en se r6f6rant ~ l'orbitMe hydrog6- 
no/de avec noeud et non ~ celle de Slater. 

I1 est d'ailleurs int6ressant de signaler qu'on peut thdoriquement retrouver les 
valeurs obtenues exp6rimentalement pour le facteur 2 (0,0). Pour cels nous 
utiliserons les r6gles de Slater dans des 6difices atomiques poss6dant deux 61ectrons 
au plus sur la couche 61ectronique eonsid6r6e. Nous n6gligerons l'6nergie de 
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corr61ation duns l ' d t a t  oh le sys tgme possgde deux  61eetrons sur  ce t te  couche. E n  
effet celle-ci cst s peu  prgs constunte  et  de l ' o rd re  de l '61eetron-volt ,  p a r  con- 
sgquenr elle n ' a p p a r a t t  que eomme une faible correct ion devan t  le t e rme  pr inc ipa l  
qui  est  de l ' o rd re  de plusieurs  centaines  d'@lectron-volt d~s que la charge nuel@aire 

laqual le  song soumis ces 61ectrons est  assez 61ev6e. Pour  un  @difice form6 d ' u n  
n o y a u  de charge N e t  d ' u n  @lectron ! s cor respondant  ~ ]a charge effective Z, 
l '5nergie dlectronique es t :  

Z 2 
- - -  Z N  . 
2 

Lorsqua  daux  @leetrons oecupent  le n iveau  t s, l '6nergie es t :  

Z 2 ( 1 -  e) ~ -  2 N Z  ( 1 -  e ) +  A Z ( l - -  e) 

l ' in t6grale  coulombianne classique 5rant  de la forme:  j 0 =  A Z. I1 cst  facile de 
voir  qu ' au  second ordre prbs an e, l ' in t4grale  coulombiemm est J = Z (A - s), s 
6rant  la cons tan te  d '6cran  re la t ive  aux 61ectrons I s. Le fac teur  de rdduct ion  est : 

J s 
( o , 0 ) = y = l  A " 

Or A ~- 5/8 et  s = 5/16. D 'of i :  ~ (0 ,0 )=  0,50. 
De re@me pour  urt a tome  duns tequel les @leetrons u t i l i sent  le n iveau  2p;  avec 

un  41ectron l '6nergie es t :  
/ Z ~ N Z  

8 4 
et  avec deux  61ectrons: 

z~ 

D'oh  t 'on tire,  au second ordre pros en e: 

Comma 

Or 

D'ofi  : 

Z 8 
jo  = A ~ ,  Z (0 ,0)= l - 

2-A 
I 

s = 0,35 et  A = 0,39. 

(0 ,0)  = 0 ,56 .  

Pour  les 61ectrons 2 s, en u t i l i san t  l 'o rb i ta le  vraie  avec noeud, les formules  
pr6c@dentes ras tent  valables ,  seule la va leur  de A est modifi6e, elle v a u t  0 ,3i .  
D'ofl  : 

2. (0 ,0 )=  0,44. 

On volt  done que l ' accord  avec l'exp@rience est r emarquab le .  Cet te  fagon de 
proc@der pour ra  nous servir  lorsque les donn@es exp@rimentales nous feront  d6faut .  

Une relation pratique 

Pour  t e rminer  nous signalerons unc re la t ion  empir iqne  simple qui  pe rme t  de 
calculer  le fac teur  de rdduct ion  duns le cas d 'o rb i t a les  2pz cor respondant  ~. la 
re@me charge effective [1] : 

(@, 0) ~ 63_ 0,806 @ + 7,445 
~2_ 0,839 ~ + 13,106 avec @ = Z r / 2 a o . 
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D. Calcul des int@rales bi~lectroniques ioniques, d'gehange et polyeentriques 

A premiSre rue,  le probl~me de l '6valuation des int~grales bi~lectroniques 
ioniques, d'dchange et polycentriques ue paralt  p a s s e  poser dans le cadre de la 
mdthode L.C.A.O. am6liorge puisque, utilisant des orbitales atomiques orthogo- 
nales, routes ees intdgrales sont nulles. En fair, ees int6grales sont ndgligdes moyen- 
nant  deux hypothgses : 

1. l 'approximation de Mulliken est valable d 'une fagon satisfaisante pour les 
intdgrales ealeuldes elassiquement sans tenir compte de la eorr6lation 

2. cette approximation reste valable lorsqu'on introduit la fonetion/(r) .  
Nous allons examiner sueeessivement ces deux points. 

Validitd de l'approximation de Mull iken 

Plagons nous dans le eas d'orbitales ~ identiques (~= 0): a et b. L'approxi-  
marion de Mulliken [11] s'~erit pour les intdgrales ioniques: 

1 
(aa, ab) = ~ [(aa, aa) § (aa, bb)] Sab �9 

Pour # = 4 par exemple, le calcul direct donne (en unit6s atomiques): 
(aa, ab) = 0,086 Z/2 alors que la formule de Mulliken donne 0,087. Pour o = 5, 

on a de mgme respectivement 0,045 et 0,047, etc . . . .  Pour des distances corre- 
spondant s des atomes non lids, l 'dcart est ndgligeable. 

Pour les intdgrales d'dchange, on a: 

(ab, ab) = [(aa, aa) + (aa, bb)] . 

Pour o = 4, la valeur exacte est 0,026 Z/2 alors que la formule approch6e donne 
0,025. 

Quant aux int6grMes polycentriques, n ' ayan t  pas de moyen de les ealculer 
exaetement,  nous ne pouvons pas effectuer de eomparaison entre la valeur exaete 
et eelle fournie par eette approximation. 

On volt done que l 'approximation de Mulliken fourni~ une valeur trgs eorreete 
pour ees divers types d'intdgrales, dans le cas au moins d'orbitales identiques. 

E/let de l'orthogonalisation des orbitales atomiques 

Au lieu d'utiliser les orbitales atomiques des atomes eux m6mes, il est plus 
commode d'orthogonaliser celles-ei selon le proedd6 de LaNDSHO~'F [8] repris plus 
tard par LSWDIN [9]. Nous raisonnerons pour simplifier sur le eas de deux atomes. 
Nous d4signerons par une prime (') les orbitales orthogonalis4es. II est faerie de 
voir qu'on a: 

I S2(3a  2 §  2 ) §  a( .  .) a '2=  a ~ -  ab S +  T 

1 
a ' b ' = [ a b - ~ S ( a  2 §  2 ) §  ~ ( . . . )  . 

La formule de 1V[ulhken peut 6tre considdrde comme un ddveloppement au 
premier ordre en S, nous poserons: 

t 
ab= ~ (a 2 + b ~) S + e~,b S 2 . 
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D'ofi : 

Pa r  cons6quent : 
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a'b' = e a b  S 2 -~ S 4 ( .  �9 �9 ) 

(a '2, a'b') = S ~ (a 2, eab) -- S 3 (ab, Sab) + . . .  

= S ~ ( a  s, sub)  + S *  ( .  . . ) . 

Or on a d ' au t r e  pa r t :  

a ~ , a b - ~ l  (a ~+b~ ) S  = a ~ , ~ - 2 -  ~' + s a b S  ~ - - 2  S 

= ( a  ~, e ~ )  S 2 . 

Donc,  au troisi~me ordre en S a u  moins, la quant i t6  (a '~, a'b') por t an t  sur los 
orbitales orthogonalisdes est 6gale ~ l '6cart  entre la va leur  r6elle de ] ' int6grale 
(a s, ab) et cello donn6e par  l ' approx imat ion  de Mu]liken. 

Pour  ]es intdgrales d '6change, on a:  

(a' b', a' b ' )= S a (Sab, eab) 

c'est-h-dire z6ro au quatr i6me ordre au moins en S. 
De m6me los int6grales polycentr iques sont hullos ~ la pr6cision de la formule de 

Mulliken. Comme de toutes  fagons elles sont faibles, l 'erreur  commise est absolu- 
men t  ndgligeable. 

Introduction de la [onction /(r) 
Raisonnons par exemple sur l'int6grale tricontrique: 

(aa, bc) ; ; a  2 ' ' " / ~  (r~) = ~'U ~ b (2) c (2) dv~ dvs �9 

l~ous avons : 

a s (1) ]2 (rxs) b (2) c (2) = [a S (i) + 2 ~ ~ (2) a (1) ak (1)] b (2) c (2) 

~VeC: 

Soit : 

2 ~k (2) = ; a (1) ]s (r12) ak (1) d v  1 . 

(aa, b c ) = ; ;  aS (i) r~2 b (2) c (2)dv~ dv2 § 

+ 2 ~. ; ;  a ( l )a~  (1) 1 - -  ~ (2) b (2) c (2) dv I dv s . 
r12 

D'au t r e  pa r t  en posant  : S =  Sbc: 

(aS, bS + c2) S-~ = S ; ; a2 ( i '2 ( r~2) )  - -  [b ~ (2) + c~ (2) ] dvz dvs 

1 = S ; ;  a~(1)-~12 [bs (2)+ cS (2)] dVl dV2 + 

§ Z ff o a~ (t) I (2) [b ~ (2 )+  c s (2)] dv I dv s ?'1~ O/k 

D'ofl  la diffdrence: 

( a  2, bc)  - -  ~ S (a 2, b2q - c 2) 
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2 ) 2  (1) (~) (2) b (2) ~ (2)-  Sb~( A~.!~)- dv~ d~ + 

en d6signant par ~ une valeur moyenne prise pour c~ (2). Les termes sous le 
signe Z song tr~s faibles puisque ~k est petit, les orbitales a e t  as grant ortho- 
gonales e~ que de plus ils sont en S 2. Done au second ordre on a: 

e'est-&-dire que l 'approximation de Mulliken s 'applique avee la m@me pr6eision 
aux int6grales ealeul6es eompte t enu de la fonetion/(r)  qu 'aux in*6grales ealeul6es 
classiquement. 

E. ealcul des intggrales de coeur 

Position du probl~me 

Nous avons vu dans la partie B que l ' introduction de la eorr61ation 6quivaut 
la modification des termes bi61eetroniques de l 'hamiltonien. En partieulier nous 
avons montr6 que l 'expression litt6rale des termes I~ -- et par cons6quent eelle des 
termes atomiques l~q = f p (#) I (#) q (#) dvl~ -- n'6tait  pas modifi6e. Nous allons 
maintenant  examiner le probl6me de plus pros et voir qu'en fair la situat, ion est 
un peu plus eomplexe. 

I , 'op6rateur I (#) est la somme de l 'op6rateur cin6tique T (/~) et de l 'op6rateur 
potentiel de squelette U (#). Si l 'on eonsid6re l 'ensemble des 61eetrons, le potentiel 
U est eelui cr66 par les noyaux:  

U ( ~ ) =  2 N~ , 
K rg/~ 

2VK 6rant la charge nuel6aire du noyau K et rK~ la distance du noyau K ~ l'61eetron 

#. Les int6grales ein6tiques (T, pq) et de eoeur ~-K' pq qui apparaissent con- 

servcnt leur valeur elassique. Mais si l 'on eonsid6re seulement le probl6me des 
61eetrons ;r plae6s dans le champ des noyaux, des 61eetrons internes eg des 61eetrons 
~, les int6grales de coeur qui apparaissent, bien qu 'entrant  dans les termes I 
doivent 4tre modifi6es. En effet, darts l'expression elassiqne: 

Ipq= Spq W e @ ~ (R +, pq) 
RCQ 

R+ reprdsente le potentiel crd6 par l 'a tome R d@ouillg de ses 61ecCrons z (un on 
denx selon les cas), c'est-s par nne charge non ponctuelle mais d61ocalis6e [5] 
et d 'autre  part  certainement diffdrente de celle provenant d 'un atome isold 
ionisS. 

I1 est & remarquer que PAn~ et PArisian avaient eux aussi 6t6 amends s modi- 
tier la valeur des int6grales de coeur. En particn[ier, utilisant la d6composition de 
GonrP~nT-M~u et SKLa~ pour l'intdgrale (A+, bb): 

(A +, bb)= (A, b b ) -  (aa, bb) 

11" 
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et en n@gligeant l'intTgrale (A, bb) qui est faible devant la coulombienne, ils 
r6duisaient l'int@grale de coeur (A+, bb), ou plutTt sa valeur absolue puisque cette 
infdgrale est n@gative, dans les mTmes proportions que l'intdgrale biglectronique 
(aa, bb). Qnant aux intTgrales (A +, ab) ils adoptaient des valeurs ajust6es sur 
l'exp@rience, infgrieures en valeur absolue ~ celles @valuTes classiquement. 

En essayant de tenir compte de la corrTlation entre les dleetrons, la premiere 
idTe qui vient s 1'esprit est d'utiliser le d@eloppement du potentiel en fonction de 
celui cr6@ par les 61ectrons placTs sur les diverses orbitales atomiques t et par le 
noyau : 

R+ _IV ( I K)  
= - - T  §  J - ~  t~ 

et de r~duire les termes bi~lectroniques selon les proc~d@s d6erits plus haut. Darts 
ees conditions, le terme en t/r n'est  pas affect@ et les int@grales (R+, pq) augmen- 
tent  consid@rablement en valeur absolue, ee qui conduit g des r@sultats num@riques 
inaceeptables, en ce qui concerne les @nergies de transition entre autres. D'autre  
part  ]es valeurs obtenues pour les int@grales (A +, bb) sont en contradiction com- 
plete avee la relation de Goeppert-Mayer et Sklar qui exige qu'elles soient de 
l 'ordre de - (aa, bb). 

Dans rignorance de l'expression exacte de ces termes, nous avions @t6 amen@ 
ealculer classiquement 'Ies diverses int@grales (A +, bb) et (A +, ab) et g ]es r@duire 
par le mTme faeteur ),ab que les int@grales coulombiennes, les int@gra]es tricen- 
triques (A+ be) @rant approximdes par la formule: t/2 [(A +, bb) § (A+, cc)] She. 
Cette fagon plut6t arbitraire de proc@der n 'avai t  j usqu' icid 'autre justification que la 
validit@ des r@su]tats obtenus g partir  de celle-ci. Nous allons essayer de montrer  
son fondement ih@orique. 

E/let de la correlation entre les ~leetronT' aet 
De m@me que deux 61ectrons de la elasse zr ne peuvent se trouver au lnSme 

point, nous ne pouvons pas trouver un 61ectron ~ en un point oh la densit6 des 
partieules constituant un coeur n'est pas nulle. Si bien que la thTorie classique qni 
considbre comme indTpendant le coeur A + et ]'@leetron u d@crit par  ]'orbitale b 
par exemple, ne fournit qu'une repr@sentation assez grossi~re de la r@alitT. De 
mTme que pour ealeuler l'intTgrale eoulombienne (aa, bb) qui reprTsente l'Tnergie 
d'interaction entre les deux @lectrons I e t  2 dTcrits respectivement par les orbitales 
a et b, il avait  fallu introduire la fonction / ~ (r12), il taut  introduire pour 6valuer 
l'Tnergie d ' imeraction entre le coeur A + et l'@leetron # une fonction/ '~ (rA%) qui 
interdit s l'@leetron # de se trouver en u n  point off se trouve une particule du 
coeur A +. Nous avons done en dgsignant par V ~+ (#) le potentiel er6@ par la 
rTpartition A + sur l'6leetron #: 

(A +, bb)= J V A+ (#) / '~ (rA+z) b ~ (/~) dv~ 

alors que elassiquement, en n@ghgeant la corrTlation] ~ on avait :  

(A+' bb)~ .I VA+ (#) b2 (#) dv, . 
De re@me nous aurons: 

(A+, ab) = j" V A+ (#)/'~ (rA+,) a (#) b (#) d% 
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au lieu de: 

(A  +, 55) 0 = j V A+ (Lg) (b (/A) b ([A) dv v . 

L'effet de la corr61ation dtant d'@loigner les particules les unes des autres et 
par consdquent de diminuer lenr interaction, comme pour les int6grales (aa, bb), on 
dolt observer pour les quantit6s (A +, bb) et (A +, ab)une  diminution de leur valeur 
absolue. Si bien que nous poserons: 

(A +, bb) = 2r (A+ bb)O et (A +, ab)= )." (A+, ab) o 

2' et 2" 6tant des facteurs inf6rieurs & l'unit6 que nous appelerons /acteurs de 
rdduction. 

Evaluation des ]aeteurs de rdduction 

L'dvaluation des facteurs de r6duct.ion 2' et 2" pose un probl6me thgorique tr6s 
ardn. Nous examinerons d'abord le cas le plus abordable, celui du facteur 2'. 

Explicitons d'abord la fonc t ion / '  (rA+ v) introduite. Le noyau A se trouvant 
dans le plan nodal de la rdpartition b 2 (#), seule la corrdlation entre les 61eetrons i 
du coeur A + et l'61ectron # apparait. La fonction/'(rA+ v) est done le produit des 
diverses fonctions/(r/v): 

l '  ( r  A+ D = HI (r,~,) . 
i 

L'dlectron f f  est d6crit p~r la r6partition : 

/'~ (rA+p b~ (if) =//# (riv) b 2 (if) 
i 

= t,~ ( i f )  + 2 ~ ~ (A+) b ( i f )  bk ( i f )  . 

D'autre part, les diverses intdgrales (tA 2, b 2) correspondant ~ des orbitales tA 
port@es par l 'atome A de classe ~', ~ ou ~ sont voisines et les facteurs de r6duction 
sont quasiment les m6mes (nous l'avons montr6 pour les orbitales ~', on le 
montrerait de re@me pour les orbitales ~ et s). Comme, ainsi que nous l'avons vu 
plus haut, dans tan systgme polydlectronique la corrglation tie porte que sur une 
paire d'dlectrons b~ la fois, les coefficients flk (A +) doivent 6tre voisins de ceux qni 
apparaissent dans le ealcul des intdgrales (tA2~ b2), c'est-&-dire pratiquement de 
eeux qui interviennent dans le calcul de l'int6grale (eta, bb) entre 61ectrons ~. 

Comme, enfin, les int@grales ~ ,  bb et (aa, bb) sont voisines, on en conclut que le 

facteur de r6duetion 2' ne dolt pas 6tre trgs diffdrent de eelui relatif aux int6grales 
coulombiennes: 2. Rdsultat eonforme & notre hypoth6se premiere. 

On notera que dans notre raisonnement nous n'avons pas fait intervenir les 
61ectrons internes t s par exemple. En effet lorsqu'on fair un ealeul elassique sa.ns 
tenir eompte de la eorr61ation, il revient au rngme d'introduire explieitement les 
~leetrons I s o u  de les remplacer par une charge-- 2 loealis6e sur le noyau [5]. Ce 
rgsultat reste eertainement valable lorsqu'on tient eompte de la corr@lation. 

En ee qui concerne la r6duction des int6grales (A +, ab) nous remarquerons 
tout d 'abord que pour les distances usuelles entre atomes lids, ees int@grales sont 
pratiquement proportionnelles aux produits S (A+, bb) correspondants dans le 
ealeul elassique : 

(A +, ab) ~ ~ K S (A +, bb) ~ . 
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Par  exemple entre atomes de carbone on a les rdsultats suivants: 

d [A] K 
i,33 ~ 1,34 2,19 

1,39 2,22 
i,48 2,26 

Si l 'on admet, ce qui es~ tr~s vraisemblable, qu'une telle propri6~d se conserve 
lorsqu'on introduit la fonction/(r),  nous devons avoir 

(A+, ab) ~_ K' S (A +, bb) 

c'est-&-dire que le facteur de r6duction )/ '  des intdgrales (A+, ab) ne dolt pas 4tre 
tr~s diffdrent de celui des intdgrales coulombiennes ), 

Pour des distances A-B plus grandes, correspondant s des atomes non lids, la 
constante K est plus grande (2,8 environ pour des atomes de carbone distants de 
3 A), le facteur de rdduction dolt donc 4tre 16g~rement diff6rent de ~ab mais ]es 
quantit6s (A +, ab) sont faibles (quelques dixi~mes d'dleetron-volt), d 'autre  part  
le faeteur de r6dncgon ~ab devient voisin de i : 0,93 pour 2,6 A, 4" tend aussi vers l, 
done la diffdrence entre ~" et ), est faible et l 'erreur introduite sur les quantit6s 
(A +, ab) est absolument, n6gligeable. 

En  revanche, pour des distances plus courtes, comme celles rencontr6es dans 
les mol6cules poss6dant des atomes triplement lids, la constante K est notablement 
plus petite (e]le tend vers I pour des distances nulles), l 'erreur hltrodulte risque 
d'4tre plus grande. C'est probablement & ce fair que doivent 6tre attribudes les 
6earts entre la th6orie et l'expdrience obtenus dans certahls ddrivds ac6tyldniques 
[~]. 

De m~me, lorsque les atomes A et B ne sont pas de m@me nature, la constante K 
est lgg~rement diff6rente de ce]le relative ~ des atomes de carbone s6pards par 
une distance eorrespondant ~ la m6me valeur dn param~tre @. Mais ici en plus, 
se greffe un probl~me plus compliqu6 encore, celui du choix des orbitales atomiques 
de base, probl~me que nous avons ddjs abord6 [6] et sur lequel nous reviendrons 
encore. 

On voit donc que l'identification da facteur de rdduetion ~" s celui des int6- 
grales coulombiennes n'est  qu'une premi6re approximation, conven~b]e certes 
puisqu'elle conduit ~ de bons rdsultats dans l'ensemble, mais qui ndcessitera encore 
des am6liorations. 

i~ous tenons ~ remcrcier tr6s vivement le Docteur Chr. K. JO~GENSEN (Cyanamid European 
Research Institut, Gen6ve) pour ]es int6ressants 6changes de vue quc nous avons eu sur les 
divers probl6mes 6voqu6s dans cet article ainsi que lc Docteur G. BE~TmE~ (Institut de 
Biochimie th6orique, Paris) et Monsieur H. v. HmSC~RAUSEN. 

B i b l i o g r a p h i e  

[1] BONNET, l-~. : Communica t i on  personnelle .  
[2] GREEN, L. C., et al.: Physic. Rev. 93, 273 (1954). 
[3] JVLG, A. et al.: J. Chim. physique 57, 19, 63, 434, 490 (i960). 

- -  C. 1%. Acad. Sci. 251, 1782 (1960); 252, t798 (1961). 
- -  J. Chim. physique 59, 194, 339, 363, 367, 759, 852 (1962). 
- -  Theor. chim. Acta (Berl.) 1, 1, 6, 140 (1962/63). 
- -  Tetrahedron 19, Suppl. 2, 25 (1963). 



R@duction des int6grales 41ectroniques '157 

[4] JULG, A. et al.: J. Chim. physique 55, 413 (1958); 56, 235 (1959). 
[5] - -  J. Chim. physique 57, 19 (1960). 
[6] - - ,  et M. BOnnET: Theor. chim. Acta (Berl.) 1, I (1962). 
[7] KuHIq, H. : Discussion du Symposium: Status of Quantum Chemistry, Tetr~hedron 19, 

Suppl. 2, 41 (1963). 
[8] LA~DSHOFF, R. : Z. Physik 102, 201 (t936). --Physic. l~ev. 52, 246 (1937). 
[9] LSwDI~, P. O.: J. chem. Physics 18, 365 (1950). 

[10] MOFFITT, W.: Proc. 1%oy. Soc. A 202, 539 (1950). 
[11] I~ULUKE~, 1~. S. : J. Chim. physique 46, 500, 521 (1949). 
[12] PA~mEI~, 1%., et R. G. PA~R: J. chem. Physics 21, 466, 767 (1953). 
[13] PARR, R. G. : Lettre personelle (1962) ; The Quantum Theory of Molecular Electronic 

Structure, p. 93--94. New York: Benjamin 1963. 
[14] PELLI~GIkTTI, _A. : DiplSme d'4tudes Sup4rieures, Marseille (1963) (travail & paraltre). 
[15] ROOT]tAAN, C. C. J . :  ~ev. rood. Physics 23, 69 (1951). 
[16] - -  J. chem. Physics 19, 1445 (1951). 

(Manuscrit re~u le 19 septembre 1963/10/4vrier 1964) 


